CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA FACULTATEA
INSPI?](IZJ’II‘)(I)EII{%’[I;II\JIIiigI()LAR 1 3 aprili e 201 4 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii
CLASA A IX-A

1. a) Demonstrati ca: [x]%{x%—%} =[2x], VxeR.
b) Rezolvati ecuatia: { 2x3— 1} + {4):_ 1} =5x—-4.
¢) Dacd n si k sunt numere naturale astfel incat 2 <n<2“"' demonstrati ci:

n+l n+2 n+2° n+2*
> + 22 + 23 +...+ F =n.

2. FieAABCsi A'e (BC ) Dreapta AA' intersecteaza a doua oara cercul circumscris AABC 1n D.
a) Demonstrati cd AA“A'D=A'B-A'C ;
b) Daci centrul de greutate Ge AA' demonstrati ci: 9AG-GD = AB* + BC* +CA*;

3. La finala concursului de matematica aplicatd "Adolf Haimovici", profilul stiinte s-au calificat 50
elevi din clasa * IX ® Dupa corectarea lucrarilor, 19 dintre ei au obtinut punctajul maxim. S-au
procedat, obisnuit la o proba de baraj pentru a desemna céstigatorul. Dar, si la aceasta proba toti
cei 19 elevi au obtinut punctajul maxim. Impreuni cu ei am convenit urmatoarea regula pentru
desemnarea castigatorului:

Elevii se aseaza n cerc si sunt numerotati cu 1, 2, 3, ..., 19.

Apoi, Incepand cu cel de pe pozitia 2, fiecare al doilea concurent este eliminat, pana cand
ramane castigatorul.

a) Pe ce pozitie se afla castigatorul ?

b) Dar daca ar fi ramas doar 16 elevi care ar fi participat la desemnarea castigatorului, care ar fi
fost pozitia acestuia ?

4. Se considera functia f:N — Q astfel incat

2014
+1)= f(n)+—————,(V)ne N si f(2014)=""—.
St =)+ oy (VIne Nosi £(2014) =55
1 1
84 se demonstreze ¢d f (n+1)=f(n)+———-——.
a) Sa se demonstreze ca f(n ) f(”) n+l na2

b) Determinati functia f.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A X-A

1. Se considerd numarul real x=</100 .
a) Determinati partea Intreagd a numarului x.
b) Stabiliti care este numarul Intreg cel mai apropiat de x.
c) Demonstrati ca existd o infinitate de numere reale pozitive a,a #1 pentru care log, x este

numdr rational.

2. Spunem ci un numar complex z este de tip I daca ‘zz + 1‘ <1 sieste de tip Il daca |z + 1| <1.

a) Dati un exemplu de numar complex de tip I care are modulul mai mare decat 1.

b) Demonstrati cd o infinitate de numere complexe de tip II au modulul mai mare decét 1.

¢) Demonstrati cd, dacd un numar complex este atat de tip I cat si de tip II, atunci modulul sau
este cel mult egal cu 1.

3. Maisurarea distantei focale a unei lentile convergente se L
poate face prin metoda Bessel, care presupune asezarea I >
lentilei intre un obiect luminos AB si un ecran, |
considerate fixe, aflate la distanta L unul fatd de ! L, a4 o,

celalalt. Se constata ca existd doua pozitii ale lentilei (1 B —
si 2) pentru care se obtin imagini clare ale obiectului
luminos pe ecran, iar cele doud pozitii sunt situate la
distanta d una fata de cealalta.

Aflati distanta focala f a lentilei, functie de L si d. Se

o < . I 1 1
considera cunoscuta formula lentilelor —=—+—, A 1" v
p p -
unde p este distanta de la obiect la lentila, iar p' este ecran

distanta de la lentila la imaginea obiectului (pe ecran).

4. Comisia centrald a concursului national de matematica "Adolf Haimovici" este formati din cinci
membri. Documentele la care lucreaza comisia sunt pastrate Intr-un seif metalic, Tncuiat cu
lacate diferite. Fiecare dintre membrii comisiei are cheile unor dintre lacate, astfel incat seiful sa
poatd fi deschis atunci cind se Intilnesc cel putin trei membri ai comisiei §i sd nu poata fi
deschis de doi sau mai putini membri.

a) Care este numarul minim de lacéite ale seifului ?
b) Cite chei trebuie sa aiba fiecare membru al comisiei ?
¢) Care este modul de impartire a cheilor catre membrii comisiei ?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A XI-A

1. Fie Ae M, (R), A:(a
C

b

dj,TrA:a+d,detA=ad—bc.

a) Sa se demonstreze cd det(A—xI,)= x> —(TrA)-x+det A, pentru orice xe R.
b) Dacd det(A—1,)=2 si det(A+1,)=4, calculati detA si det(A—21,).

c¢) Dacd A*"* =0,, demonstrati cd A*=0,.

1 1

2. Fie f:R\{-1L0} >R, f(x)=x" -(e” —e”“J. Sé se calculeze:

a) Limitele laterale in punctul x, =0.

b) Limitele laterale in punctul x, =—1.

©) lim f (x).

3. Un elev scrie un determinat de ordinul al treilea cu elemente numere reale astfel incat pe fiecare
L 9 . . e 1
linie si coloand suma elementelor este 1, iar pe diagonala principala toate elementele sunt 3

a) Care este valoarea minima pe care o poate lua determinantul ?
b) Care este determinantul de valoare minima ?

4. Pe o insuld triiesc 12 cameleoni. La un moment dat trei au culoarea rosie, patru au culoarea
galbena iar ceilalti cinci au culoarea verde. Dacd se Intilnesc doi cameleoni de doua culori
diferite, atunci ambii 1si schimba culoarea in ce-a de-a treia culoare. Altfel ei nu isi schimba
culoarea. Demonstrati ca:

a) Este posibil ca, la un moment dat, niciun cameleon sa nu aiba culoarea verde.
b) Nu este posibil ca, la un moment dat, toti cameleonii sd aiba culoarea verde. (Observati ca in
orice moment doar numarul cameleonilor de o singura culoare este multiplu de 3).

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil real, specializarea stiintele naturii
CLASA A XII-A
1. a) Demonstrati ci Va,be Z si Vke N are loc egalitatea

a'—b* =(a-b)(a"" +a b+..+ab" T +b" ) .

b) Dacd f e Z[X] s se demonstreze ca pentru orice a,be Z,a#b, numarul f(a)— f(b) este
divizibil cu a—b .

¢) Argumentati ca nu existd g e Z[X ] astfel Tncat:

2(2013)=2014; g (2014) =2015; g (2015) = 2013.

d) Existd un polinom he R[X] astfel incat h(2013)=2013,h(2014)=2014 si h(n) este
irational pentru orice n Intreg diferit de 2013 si 2014 ?

2 3 4
Consideram functiile f,g :]R—)]R{;f(x):e‘”—l—x—x——x——x— si g(x)=e

20 31 4!
a) CalCulati fl(o)’fvv(o)’fm(o)’fﬂ)(0)
b) Demonstrati ci f'(x)20,Vxe R si f(x)<0,¥x<0.

c) Sa se demonstreze ca aria suprafetei cuprinsd intre graficul functiei g, axa Ox si dreptele de
ecuatii x = 0 si x = 1 este un numar cuprins in intervalul (0,74; 0,75).

_Xz

Avem la dispozitie doud culori rosu si albastru. Notdm cu
# multimea tuturor colordrilor posibile (rosu sau albastru)
a varfurilor pentagonului aldturat. La doua colordri ¢, € #

si @, € #le asociem colorarea ¢, € # astfel:

1) daca varfurile corespunzatoare lui ¢, si ¢, sunt de culori
diferite, atunci In ¢, varful va fi colorat cu rosu;

i1) daca varfurile corespunzitoare lui ¢ si ¢&,sunt de
aceiasi culoare, atunci In ¢, varful va fi colorat cu albastru;

a) Aflati cardinalul multimii # ;
b) Aflati elementul neutru pentru legea de compozitie descrisd pe # .

Admitem cunoscut rezultatul:
Daca 2 este o placa omogena  care se identifica cu  multimea

r, :{(x, y)e R’la<x<b,0<y< f(x)} , unde f:[a,b] >R, este o functie continud, atunci

centrul de greutate a plicii P este punctul G(x,,y;) ale cirui coordonate sunt:

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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b b

Ixf(x)dx 1J‘fz(x)dx
Xg=%—5 Yo = > N E—

[ (x)as [£(x)as

Sa se afle coordonatele centrului de greutate ale placii omogene 2 definitd prin
f:lon] =01, f(x)=sinx, 2={(x,y)10<x<m0< y< f(x)}

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.



